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1. Introduction

LesidentitésdeFierz [5,6,101sontdesrelationsentreformesbiinéairesbien
connuesdesphysiciens.Cesidentitésproviennenta l’origine derelationsparti-
culièresvérifiéesparles matricesdePauliet deDirac. Dansl’algèbredeClifford
C(1,3),partantdela relationdefermeture

1 16
~ Tr(y~)y.~,

4 A= I

on obtientl’identité debase

1 16
ôuökj= ~ (YA)i1(YA)k,,

4 A= I

oü ô~,estle symboledeKronecker,et oü O’A), A = 1, ..., 16, estun systèmegéné-
rateurdel’algèbreC(1,3) vérifiantTr(YAYB) = 4ÔAB.

Cesrelationsconduisentalorsadesidentitésdutype

1 16(n’) (2A)= — ~ (~‘y~A) (2Z4 q’),4 A= 1
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øü ~i, ~, ~, AeC~sontdesspineurs.Cesrelationsinduisentdesidentitésclassiques
sur desquantitésphysiquestelles quevecteurcourant,tenseurdensitéde mo-
mentélectromagnetique,tenseurdensitédespin,etc.

Cepapierfait suiteauneséried’articlesdeReifleret Morris [8,9], et deKeller
et Rodriguez-Romo[7,12] surune interpretationgéométriquedes identitésde
Fierz.Danscepapier,nousproposonsunedemonstrationgénéraledesidentités
de Fierz, en dimensionpairequelconqueet toute signature,de manièreintrin-
sèque,en évitanttout formalismematriciel, maisenutilisant le formalismede
Chevalley[2] ouCrumeyrolle [4]. Nousdonnonsles demonstrationsgénerales,
sanscalculstrop longsou compliqués,malsenmettantenevidencel’aspectgéo-
metriquedecesrelations.Ce formalismeintrinsequepermetnaturellementd’e-
tendrecesformulessurdesvariétésastructurespinorielle.

Dansun premier temps,nousrappelonsdesrCsultatssur le produittensoriel
de la representationspinorielleparelle-même[2,4], qui corresponda l’applica-
tion de CartanutiliséeparReifler et Morris [9], puis d’une propriétédecette
applicationnourtironsles identitésdeFierz. Enfin, dansunexemple,nousmon-
trons commentla transformationdeKustaanheimo—Stiefel(KS) [13—15]peut
s’interpréterentermedeprincipedetrialitéélargi Ct d’identitédeFierz.

2. Leproduittensorielde La representationspinoriellepar elIe-mêine

Nousutilisonsles notationsde Crumeyrolledansla ref. [4]. On considèreun
espacevectorielEsur C, dedimensionpairen = 2r, muni d’une formequadra-
tique Qnon-dégénérée.On noteC(E,Q) = C ( Q) l’algebredeClifford associéea
(E,Q). Sifestunr-vecteurisotropeassociéaun sous-espacetotalementisotrope
maximalF’ deE,onnoteS=C(Q)f l’espacespinorielassocid.

Si G est le groupede Clifford, on notep: f’-+End(S), la representationspino-
rielle deG dansS.

siguGetufeS alorsp(g)’uf=guf.

On rappellequepourgeG, N(g)= fl(g)g estla normespinorielle,/1étantl’an-
tiautomorphismeprincipalde C ( Q).

Definition 2.1. On considèrele produit tensorielS~IS,on définit le produit ten-
sorielp®pdela representationspinorielle,

sigeCetuf~vfaS alors (p®p)(g)(uf®i~f)=guf®gvf.

Proposition2.2 (Chevalley [2]). La representationp®p de G dansS®Sest
equivalentea Ia representationw—~N(g)gwg’(WE C ( Q)) deG dansC( Q).

Autrementdit, ii existeunisomorphismelinCaire q’ deS®SdansC ( Q) tel que
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ço((p®p)(g).(uf®vf) )=N(g)g.p(uf®vf)g*

L’isomorphismelinéaireçt~deS®SdansC ( Q) est définipar

~,(uf®vf)=uffl(v).

Definition 2.3. On noteC~le sous-espacevectorielde C(Q), engendrélinéaire-
mentparles produitsd’auplush élémentsdeE.

EnparticulierC0= C; C1= C~E; C,,= C(Q). Onconsidèrealorsl’espacequotient
CA/CA_i.

Proposition2.4. L’espaceCh/Ch_I est Iinéairement isomorpheau sous-espace
A h(E) de l’algebreextérieureA (E).

Remarques.
(1) Onobtientainsiun isomorphismelinéaireentreA (E) etC ( Q) identifiée

ala sommedirecte,

C0~C1/C0~-~C,,/C,,~1.

(2) On vérifie facilementqueles espacesCA sontstablesparl’actiond’un ele-
mentquelconqueg de G; eneffet, si les (x1), j= 1, ..., h, sontdesélémentsquel-
conquesdeE, on a

gxl”x~g=gx1g”gxhg=yr”yhECh.

On ala

Proposition2.5. La representationp®pdefinit demanièrenaturelleunereprésen-
tation (P®P)h de 0 dansl’espaceCh/Chl.

2.1.LES REPRESENTATIONSO~,DU GROUPEORTHOGONAL0(Q)

Soit gaG,g agit surEparp(g)x=gxg~ (xaE),etp(g)est dans0(Q). Re-

marquonsqueVkEC* et VWEC(Q)on a

(kg)w(kg)’=gwg’,

doncgwg~nedépendquedep(g)dans0(Q).

Definition2.6. On dCfinit la representationOde0(Q) dansC(Q) par

Op(g)wgwg, weC(Q).
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conservel’espaceCA/CA_I et 0 induit une representation0h de 0(Q) dans

cetespace.
Proposition2.7 [2,4]. La representation0h de0(Q) dansCA/CA_i est équiva-
lentea la representationtA de0(Q) dansA h(E) telleque

TA ( a) (X

1A A ) = a(X1)A “A C(Xh )
ouaEO(Q).

Corollaire. Larepresentation0 estéquivalenteala sommedirectedesreprésenta-
tiOnsT0,T1,...,r,,.

3.LesformesbilinéairesPA1, I valeursdansC1,/C~.1

NousCnonçonsici unelistederésultatssansdemonstrations,cesrésultatsclas-
siquessetrouvantdansles réfs. [2] ou [4].

Definition3.1. Onposepourtoutufet vfdeS

uf/J(v)= h~0

OÜ ~ (ul vf) estla composantehomogCnededegrCh dans A (E) avecl’identifi-
cationlinéairede A~’(E)etCA/CA_I.

Proposition3.2. ~A estuneapplicationbilinéairedeSxSdansA A (E) quÉvérifle

VgeG Pih(ggvf)=N(g)th(p(g)).P4h(uf,vf).

Proposition3.3.
~
(2)Sih~r(mod2)alors~hestnuIlesurS~xSetSXSt
(3)Sih~r+1(mod2)alorséJhestnullesurS~xS~etS~xS~.

IciS~=C~(Q)fetS~=C~(Q)f

Semi-spineurs.On considéreS+ = C~(Q)fet S = C (Q)f~Les élémentsu
ouu fdeS~ou S sontappeléssemi-spineursrespectivementpairouimpair.

Proposition3.4. Soientufunspineuretvfunsemi-spineur.On a

~4,,_h(Uf~ vf) = (—1 )r~(v)PA(uf vf)eN,
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üü e(v)= 1 sivfestpair,e(v)= —l Sivfestimpair,eteN=eI~”e,,,(e1, ..., e,,) étant
unebase“pseudo-orthonormée”deE.

4. Identités de Fierzen signature(p, q) quelconque

L’étudeprécédenteaétéeffectuéeensignatureneutre,puisquelecorpsdebase
étaitC. Nouspassonsmaintenantaucasplus generald’unesignature(p,q) quel-
conquesurlecorpsP.

OnconsidéremaintenantunespacevectorielEsurP, dedimensionpairen = 2r,
munid’uneformequadratiquenon-dégénCreeQ, designature(p,q) quelconque
avecp+q= n. En complexifiant,on obtientl’espaceE’ muni de la forme qua-
dratiqueQ’ et l’algèbredeClifford associéeC(Q’) =C(E’, Q’).

On désignerapar {x1, y1}, I � i, j� r, unebasedeWitt spécialeassociéea une
basepseudo-orthonorméeréelle (e1), 1 � i � n, de E. Soit S’= C( Q’ )f l’espace
spinoriel complexeassociéau r-vecteurisotropef=y1 ~. Nour rappelonsles
notationssuivantes.

Soit la decompositionde Witt E’= F~F’,oit {x~,1 � i � r} estunebasedeF et
{y3, 1�j�r}deF’. Ona

dimF’riF
7=h=r—k, k=flp—qI ou h=inf(p,q).

F7 désigneleconjuguécomplexedusous-espacetotalementisotropemaximalF’.
Ilest loisible deposerX~=x

1etj~=y1pour l�i�h et X1=ôy~pour h+1�j�r
avecd=~p—q~/(p—q).Pour1�i,j�r, i#j, ona

xiy,+yixi=l,

xiyj+yjxi=0,

xixj+xjxi=O,

yiyj+yjyi=
0.

4.1.ETUDE DE £~,,

Proposition4.1. Dans 5’ = C(Q’ )f~on considèreuffl( v)= ~,, .i~,( uf~vf). Pour
h=n, on a:

(i) ~l,,(gufgvf)=N(g)gA,,(uf,vf)g~’.
(ii) .~,, eSt invariante par l’action du groupe de Clifford special réduit G’

0~
(gaG’~ssigeG’~etN(g)=l)

(iii)PourtoutxdeE,ona:~lJ,,(xuf,vf)=—PJ,,(uf,xvf).
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Demonstration.
(1) Provientdela proposition3.2.
(ii) Provientde(i) etdu fait quegeNg’=eNgg~’=e~sigEC~(Q’).
(iii) Soit (e1 e,,) unebasepseudo-orthonormeedeE,ona d’unepart

ekuf/3(v)=ek ~ ~h(~f~ vf),
h

etd’autrepart

uffl(ekv)=(~~~(uf~vf))ek,

donc

orekanticommuteavectouslese1,j,~k, d’oà

ekel”~eke,,=(—l)eN,

eI.ek~eflek=(_1)~ikeN,

d’oü

P4(ekuf,vf)=—P~fl(uf,ekvf).

Nour rappelonsqu’il est possiblede dCfinir des formesbilinéairesnon-degé-
néréessurS’, invariantesparl’action de~ enposant

P.~(uf~vf)f=fi(uf)vf,

oubien

~(uf vf)f_—fl(uf)vf,

oil Hestl’anti-automorphismedéfiniparff= fi. a et adésigne(selonlesnotations
deCrumeyrolle)l’automorphismedeC ( Q) egala — id surE.

Proposition4.2. On peutexprimer .~,, a l’aide de la formebilinéaire non-dégé-
nérée~. On a

~,,(ufvf)=(_(i)~J(ufvf)e~~, kzzr~~pq~

Demonstration.On considérela formebilinéairey ( uf~uf) surS’ définiepar

~,,(uf vf)=y(uf vf)eN.

y estinvarianteparG’0~et vérifie, pourtoutx deE,
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y(xufvf)= —y(ufxvf).

Selonun résultatclassique[4,111,on endéduit que

y(u.f,vf)=A~J(uf,vf),AeC*.

PourdeterminerlecoefficientA, ii suffit defaire le calculdansle casparticulier
oil U= 1 et v=x1 x~,{x1, y1} étantlabasedeWitt spécialeassociéea (e1, ..., e,,).

ConsidCrons,parexemple,p> q; ona

x1 =~(e1+e,,), ...,xh=xq=~(eq+en_q+i),

xA+i=~(eq+I+ien_q), ...,xr=~(e,,+ier+i)

Yi =~(e1—e,,) yh=~(eq—en_q±1)

_i,, .
Yh+l —s~eq+i—ie,,_~,1,...,yr_I~erler+i

On calculed’unepart

ufIi(v)=fxr•’•xi =(~)~(e1—en) (er—ier+i)(er+ie,±i)”(ei+e,,)

(f)r(jy_he1...e,, modC,,_1

et d’autre part

~(JXiXrf)(1YVr~yiXiXrf(l)~f,

d’oü

4.2. EXPRESSIONDE uf/3(v)

On noteavecun légerabusH= (i1 Éh) eteH= e~,~ On posealors

~h(ufvf)= ~ b(I...~h(uf,vf)e~leI.
l�iI<<jh�n

= >bH(ufvf)eH.
H

Nous allonsdeterminerle coefficientbH( uf~vf).

Proposition4.3. Onpeut exprimerles coefficientsbH a l’aide de .~,

b~(uf,vf)=(~y(_1)s~J(uf,e~vf),

oasestlenombredesignes(—)dans{e~,,...,e~}.
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Démonstration.
(a) Calculdeb0. On a

uf/3(v)eN=(—lYuf/J(eNv)

d’oñ

P4O(uf,vf)eN=(—l)~ifl(uf,eNvf),

b0(ufvf) = (~)r(j)k~(~f eNvf)

On rapellequeeNu= a( v)e~,eAf= (i )k1 et aussi

.~(uf,ct(v)f)=A(uf,vf),

d’oü Ic résultat

b0=(~Y~(uf,vf).

(b) Calcul debH. On pose

(eH)
2=CH aveceH=(—l)eh, eh=(~1)~~.

On a

uffl(v)eH=eAuf/3(eHvf),

d’oü

b~(ufvf)ej~.=�hbO(uf,e~vf),

d’oü le résultat

bH(uv,vf)=(_I)s(~)r~(uf,eHvf).

Théorème4.4. On obtientdonc

uf/3(v)= ~ ~~~HPJ(ufeHvf)eH,
H

avecc~H=(~)(—1).

Remarque. Ces résultatssontvalablesensignatureneutre;onauraitdansce cas
p = q donc k= 0 et (i )k= 1, ce qui fait disparaltrele coefficientprovenantdeIa
complexification.

4.3. LESIDENTITESDE FIERZRELATIVES A A

Théorème4.5 (IdentitCFondamentale).

(~Ah(Uf~vf))(~ Ak(u~v’f))=A(u’f vf)(~ P4(uf~v’f)).
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Démonstration. On a

ffl(v)u’f=efi(vf)u’f—eA(vf~ u’f )f=A(u’f~vf)f,

d’oil

uf/3(v)u’f/3(v’)=P4(u’f,vf)uf,8(v’),

d’oUlerésultat.

On obtientalorsl’identité deFierzgenerale:

Proposition4.6.

(~~~HA(U!~ eHvf)eH)(~~A(u’f~ eKv’f)eK)

=A(u’f~vf)(~~LA(uf~ eLvf)eL)~

o~la sommesurles indicesH, KetL designela sommesur touslesélémentsdela
basechffordienne

{eO=l,el,...,efl,...,eIl”e~h eN).

En développantet en identifiant les coefficientscorrespondantsdes deux
membres,on peutobtenirtoutesles identitésdeFierz classiques.Cherchonspar
exemplele terme scalairedes deuxmembresde l’egalité. En remarquant que

6H= (— 1 )h(A_ 1)/2 on obtient

~ 6,,A(uf eHvf)A(uJ eHvf)=2A(uJ vf)A(uf v’f).

5.Identités de Fierz relatives a La forme bilinéaire ~

Toute l’étude précédenterestevalableen prenantpour antiautomorphisme
fl~a et enconsidérantl’applicationuf®vfi-+uffl( v). Un moyenrapidede

trouvertousles résultatsconsistea remplacerdansles calculsprécédentsvpar
a( v). Nousallonsénoncersuccinctementles principauxrésultats.

Proposition 5.1. L’application linéaire~ deS’®S’ dansC(Q’),

~:uf®vfi-~uffl(v),
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estun isomorphismelinéaire etla representationp®pdeG’ dansS’®S’ estéqui-
valentea la representationw~-~N(g)gwg~deG’ dansC (Q’), oaN(g) =fl(g)g.

On pose uf fl(v)=>..hi)j(uf~vf) oü ~(uf vf) est la composantehomogene
dans C~/C~_1.

Proposition 5.2.
(i)

out

~=(_l)r(r~)/2, ~h(~1)~~”.

(ii) PourtoutgdeG’ona

f~’h(guf,gvf)=N(g)Th(p(g)).P4h(uf,vf).

(iii) uffl~(v)=>~H?iA(uf,eHvf)eH

avec

!~=(~)‘(— 1 )“~

outH=(il..i~)etsestlenombredesignes(_)dans{e~,..,,e,~}.

En “montant” les indicesal’aide dela metrique,onpeutécrire

uffI(v)= ~ (i)r(_l)h~(ufeHvf)e

LesidentitésdeFierzproviennentalorsdu

Théorème5.3. On a

ufff(v)ufff(v’)=~(u’f,vf)uffl(v’),

d’out

(~.~AUJcvf))(~~(u’f~ v’f))

=~(u’f~vf)(> ~(uf~ v’f)).

6.Les identités de Fierz utilisant desformes sesquilinéaires

Nousrappelonsd’abordquelquesrésultatsdebase.
OnsaitdCfinir sur5’ uneconjugaisondite“de charge”,~: ufF—~cl’(uf) = ü~’f~oil
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Udesignelaconjugaisoncomplexe,et øü y estun Clementdu groupede Clifford
complexerCduitG~(i.e.N(y)= 1) telque]’=yJ~’~I~

On a: ?yf=e’fet c~=e’idavece’= (_l)(~_5~_r_~)/’2.

OndCfinit lesapplicationssesquilinéaires.~fet i’ deS’x5’ par

Yf(uf,vf)=i(c~’(uf),vf).

Remarque. .~fet ~‘ nesontpasnCcessairementhermitiennes.

D’autre part, on sait dCfinir deux formessesquilinéaireshermitiennes~ et
i~ surS’XS’enposant

e~°~(uf~vf)yf=/3(uf)vf,

e
t6.~(uf~vf)yf=j7(iTf)vf,

e’°andc’°étantdescoefficientschoisisconvenablement.

Proposition6.1. On a les relationssuivantes:

Jf(uf,vf)=e~6~(uf,vf),

out k=flp—q~.

Démonstration. On a

A ( ‘tI(uf), vf)f=fl(Uyf)vf_—fl(ufy)vf=fl(y)fl(~If)vf,

d’oü

A( cf(uf), vf)yf=fl(uf)vf=e’°~(ufvf)yf.

On fail un calcul analoguepour .~°. U

Definition 6.2. ~ désignel’espaceS’ muni del’opération(z,uf) -i.Zuf zcC.

On définit une application linéaire 0 de S’®~ dans C(Q’) par la suite
d’applications

~

On retrouvealorstouslesrCsultatsanaloguesaceuxduparagrapheprecedenten
remplaçantvfpar ~‘( vf).
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Proposition63. L’application 0estisomorphisinelinéairedeS’® ~
5’ dansC (Q’)

qui vérifieIa propriétéd’équivariance.Four toutg deG (groupedeClifford reel)

0(guf®gvf)=N(g)gØ(uf®vf)g~. U

Théorème6.4. On a

ufyfl(iJ)=(~)’~e~ ,Yt’(e”ufuf)e~,
H

ou encore

ufy7J(tJ)= (~)T~ e’°~ ~(e”vJ uf)eH.

Demonstration.On a

uffi(vy)=(fl’~ c.~uf,e’~’vyfuf)eH
H

(flr~ Pi(uf~cf’(e’
1vf))eH,

H

soit

ufy_ifl(z~)=(~)r�~A(~1(e”vf), uf)eH,

H

d’oü le résultat. U

6.1. LESIDENTITES DE FIERZRELATIVESA )~

Théorème6.5. On a la relationfondamentale

ufy~j3(U)u’fy1/3(t~’)=~Yt’(vfu’f)ufy’f3(v’)

Démonstration. On a

fy1/J(v)u’f
6y

1fl(vf)u’f~~~e’~Y~(vf~u’f)

Utilisantalorsle fait que *‘=e’°.~*~,onobtientle rCsultat.

Onpeutalorsecrirel’identitC fondamentale:
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Théorème6.6.

(~,f~(e”vf~uf)eH)(~ eKv~f~u’f)eK)

=2~(vf~u’f)(~ eLv~f~uf)eL).

6.2.LES IDENTITESDEFIERZ RELATIVESA ~

En utilisant ~= /3.a aulieu dc/i,onobtientdesrCsultatsanaloguesavecla forme
sesquilineairehermitienne.~.

NousCnonconssuccinctementles rCsultatssuivants:

Proposition6.7. On a

uffl(iYy)= (~)r~~ (._~ )h~f(~.H~Juf)eH,

soit

~ (_l)hYl~(eHvf,uf)eH

oueH=e~I”e,,,etk=flp—qI.

Demonstration.

ufJ!(iJy)=(~y>~ (—l)”.i(ufe’~iJyf)e
11,

done

uf~(~y)=(~y~>(—1)~i(ç~’(e”vf),uf)eH. U

Théorème6.8. On a l’identitéfondamentale

ufff(tiy)u’ffl(ti’y)=~k(vf~u’f)ufff(t”y).

Démonstration.

ufff(Uy)u’ffl~V’y)=.~(u’f~Uyf)uf$~(ti’~’)

=~(‘~f(vf),uf)uffl(v’y). U

OnpeutalorsCcrirel’identitC deFierzgCnerale:
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Théorème6.9.

(~(—1 )h;gO(eHvfuf)eii)(>~(—1 )kif(eKv~fu’f)eK)

=2ni~(vf,utf)(~(_l)hi~O(eLvf,uf)eL),

oItH=il”iheth=~Hl.

7. Conclusion

LesidentitésdeFierzsontainsidCmontrCessousleurformelaplusgeneraleen
toutedimensionpaireetsignature(p,q) quelconque.En particularisantceséga-
litCs, on retrouvebienstir les identitésclassiquesdela physiquereliantles vec-
teurscourantet autres.

Remarquonsaussiqueles formesbilinéaireset hermitiennesutiliséessont les
formesclassiquesconstruitessur les spineurset sontinvariantesparl’action des
groupesdeClifford reelsréduitsG0 ou G~.On voit alors aisCment que les iden-
titésdeFierzseprolongentadeschampsde formes au-dessusdevariCtésmunies
destructuresspinoriellesconvenables.

8. Exempleet application

8.1. IDENTITE DE FIERZ ET TRANSFORMATION KS

Onconsidèrel’espaceeuclidienE = P
3,munidu repéreorthonormC(e

0,e1,e2);
dansC(E,Q) onae~=e~=e~=l.

On construitunerepresentationdeC(3,0) delamaniCresuivante:OndCcom-
poseEenE=Pe0~E1,E1 = (e0)~- est muni du repére(a1,e2). E1 est muni dela
formequadratiquedCfinie negativeQ1. DansC(E1,Q1) on ae~= e~= — 1. Après
complexification,on considèrela basedeWitt deE1,

~x=~(ie1+e2),y=~(ie1—e2)}

On obtientl’espacespinorielcomplexe5= C ( Q1)favecf=y, munidu repCrespi-
noriel {xff}.

Ii existeun isomorphismed’algèbreentreC(Q1) etC~(Q) tel que

e1—~e0e1,

e2—5e0e2

e1e2—)e1e2.
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En considCrantl’homomorphismeh:C(Q)—~C~(Q)teique,si U=U~+U,

h(u)=u~+uz, z=ie
0e1e2,

on obtientunerepresentationp: C(Q) —i.End S,

p:C(Q)—~--C~(Q)--~C(Q1)-~-’EndS;

dansle repCre{xf~f}, onobtientles identifications

(i 0’\
p(e0)~—ie1e2~,~0_l)0~~

(0 —i\

P(ei)~_ie2~~~0)_O~~

(0 l’\

p(e2)=—ie1—=~1opax;
on reconnaIt les matrices de Pauli.

8.2.UNE IDENTITE DE FIERZ DANS S=C(Q1)f

On définit la formehermitienne$~“par

i((uf~vf)xf=fl(uf)vf.

.~° estdéfiniepositiveet .~°(xjxf)= 1, it’(Jf)= 1, .W(xlf)=0.

L’identité deFierzgenCrales’écrit(~(—1 )iHI~(eHvfuf)eH)(~ (— 1) ~(eKv~f~u’f)eK)

=2i~(vf,u’f)(~(_l)~I1(eLvrf,uf)eL).

En particularisantcetteidentitéauxtermesscalairesetenprenantuf= u’f= vf= v’f~
on obtient

—ie’(e1uf~uf)
2—.~i°(e

2uf,uf)
2—ii~’(ele2uf~uf)2=k(uf~uf)2.

On obtientenutilisant la representationp:

*(p(eo)ufuf)2+if(p(ei)uf,uf)2+i((p(e
2)uf,uf)

2=.~Tf(uf,uf)2. (1)

Nous allonsvoir quecetterelationest exactementla propriCtCfondamentale
deIa transformationKS [13,14].
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8.3. LA TRANSFORMATIONKS: UN PRINCIPEDE TRIALITE ELARGI

On sait dCfiniruneapplicationdelamanièresuivante:

SxS-~E=P3,(uf vf)-*X,

tel que

B(X, Y)=~(p(Y)uJvf) VYaE,

oil B designe la forme bilinCaire euclidienne associCea Q. Si on pose
X=x°e

0+x’e1+x
2e

2,alorson a

x0=it~(p(eo)ufvf)

x’=~’(p(e1)ufvf),

x2=I(p(e2)uf vi). (2)

Si onpose

uf=vf=v/~(~)

dansle repère{xf,f}, avec

a=u1+iu2, b—u3+iu4, u1u2,u3,u4aP,

on obtient exactement IatransformationKS [4],

(x0=uf+u22_uj2_u24,

(KS) ~x1=2(UjU4_u2U3)

~.x
2=2(u

1u3+u2u4),

et l’identité deFierz (1) donnelarelationclassique,

(x°)
2+(x1)2+(x2)2=u~+u~+u~+u~.
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